
Presentazione della tesi di Dottorato\Numerial Modeling of Defetive Boundary Problems in In-ompressible Fluid-Dynamis - Appliations to Computatio-nal Haemodynamis" - Autore: Christian Vergara1. { Il problema a ussi impostiNell'ambito di problemi di uidodinamia modellati dalle equazioni di Navier-Stokes (NS), si presenta il problema di voler trattare delle ondizioni al bordointegrali su m super�i arti�iali �i del tipoZ�i u � n d = Qi; i = 1; : : : ; m;(1)dove u(t;x) �e il ampo di veloit�a, n la normale usente da �i e Qi(t) un dato. �E
Figura 1: Esempio di dominio 
 tronato arti�ialmente: distretto vasolare. Sidistingue il bordo \�sio" �w e le sezioni \arti�iali" �i.noto he il problema di�erenziale os�� ottenuto non �e ben posto. Nella letteraturaingegneristia questo problema �e stato omunemente risolto presivendo un pro�loarbitrario di veloit�a tale per ui il usso fosse pari a Qi. Per superare l'ambiguit�adel preedente approio ingegneristio, in [1℄ �e stato proposto, per il problema diStokes stazionario, di introdurre un moltipliatore di Lagrange per ogni ondizionedi usso (1) e di trattare peri�o queste ultime ome vinoli he la soluzione devesoddisfare. In questo lavoro si �e estesa tale idea al problema non lineare e nonstazionario, introduendo una opportuna funzione Lagrangiana da minimizzare. Si�e ottenuta la seguente formulazione aumentata (si veda [3℄):Problema 1 Dati u0 2 V; f(t) 2 L2(0; T ;L2(
)) e Q(t) 2 (C0([0; T ℄))m, trovareu(t) 2 L2(0; T ;V)\L1(0; T ;L2(
)), p 2 L2(0; T ;L2(
)) e � 2 (L2(0; T ))m tali he8>>>><>>>>: ��u�t ;v�+ a(u;v) + ((u � r)u;v) + b(p;v) + mXj=1�j Z�j v � n d = (f ;v);b(q;u) = 0;R�i u � n d = Qi 8i = 1; : : : ; m;(2) 1



per ogni v 2 V e q 2 L2(
), dove V �e un opportuno sottospazio di H1(
); p �e lapressione e a(�; �) e b(�; �) le lassihe forme bilineari assoiate al problema di NS.Abbiamo inoltre la seguenteProposizione 1 Per dati Qi suÆientemente regolari e on Pi jQij e ku0kV abba-stanza pioli, il Problema 1 �e loalmente (in tempo) ben posto, io�e esiste un T � > 0tale per ui una soluzione (u;p; f�igi=1;:::;m) esiste per ogni t 2 [0; T �℄.Per la dimostrazione si �e usato il lassio Teorema di Brezzi, mostrando he valeuna ondizione inf-sup per il problema aumentato (2).2. { Disretizzazione numeriaPer la risoluzione numeria del Problema 1 sono state proposte 3 strategie. Laprima (shema I) �e basata su delle iterazioni di punto �sso e si �e rivelata moltoostosa. La seonda (shema II) �e basata su uno splitting algebrio della matrieaumentata ottenuta dalla formulazione debole, in ui il alolo di veloit�a e pres-sione �e separato da quello dei moltipliatori di Lagrange. In questo modo, �e statodimostrato he il problema a ussi imposti pu�o essere risolto on m + 1 problemiNS on ondizioni al bordo \lassihe", in partiolare di Neumann. Quindi, questoalgoritmo permette di utilizzare dei odii di alolo pre-esistenti e di non implemen-tare ex-novo il problema aumentato. Con tale strategia si sono ritrovate le soluzionianalitihe di Poiseuille e di Womersley (si veda Fig. 2)
Figura 2: Soluzione di Womersley - t = 2:1 s (sinistra) e t = 2:3 s (destra).Tuttavia, la preedente strategia presenta l'inonveniente degli alti osti ompu-tazionali. Peri�o �e stato proposto un terzo algoritmo (shema III), basato su unosplitting di�erenziale inesatto del problema aumentato (2), he viene in questo mododeomposto in m problemi stazionari (e quindi risolti una tantum) e un problemanon stazionario a usso nullo. L'inesattezza di tale algoritmo onsiste nel risolverequest'ultimo problema imponendo un pro�lo di veloit�a nullo. Cos��, stiamo utiliz-zando a tutti gli e�etti l'approio ingegneristio. Il vantaggio risiede nella seguentestima a priori (si veda [4℄):Teorema 1 Sia 
0 �� 
 tale he dist(
0;�) � d. Se il dominio 
 �e suÆiente-mente regolare, vale la seguente stima per l'errore EZ T0 kE(s)k2H1(
0)ds � C(t; Re)e�d:2



La ostante C rese on il numero di Reynolds Re, onfermando quanto era gi�aempiriamente noto dalla letteratura ingegneristia. Di onseguenza i si aspettapioli errori utilizzando lo shema III poih�e Re �e prossimo a zero viino alle se-zioni arti�iali (si veda Fig. (3)). Di onseguenza, lo shema III ha il vantaggio dirihiedere la risoluzione di un solo problema di�erenziale ad ogni passo temporale(rispetto agli m + 1 utilizzati nello shema II) introduendo un errore he �e il pi�upiolo fra tutti quelli possibili imponendo un pro�lo di veloit�a. In Fig. 4 si sono
Figura 3: Errore in norma L2(L2) in tutto il dominio (sinistra) e in una porzioneinterna (destra), usando shema III e l'approio ingegneristio.riportate le soluzioni in un dominio ottenuto da immagini biomedihe rappresen-tante la arotide. Si noti ome l'errore ommesso on lo shema III sia on�natoin una piolissima regione viino ai bordi, mentre quello ommesso on l'approioingegneristio sia presente anhe all'interno.
Figura 4: Soluzione 3D in un dominio rappresentante la arotide. Shema II(sinistra), shema III (entro) e approio ingegneristio (destra).3. { Un approio duale basato sulla teoria del ontrolloUn seondo tipo di ondizione al bordo integrale spesso presente in emodinamiaomputazionale �e quella he presrive la pressione media:1j�ij Z�i p d = Pi; i = 0; : : : ; m:(3)Si pu�o mostrare he un approio aumentato per trattare tali ondizioni porta edelle ondizioni al bordo �siamente inompatibili. Di onseguenza, si �e studiatoun approio alternativo he permettesse di trattare allo stesso tempo le ondizionide�itarie (1) e (3). In partiolare, per il problema a pressione media imposta, si �eintrodotto il funzionaleJP (u; p) = 12 mXi=0 � 1j�ij Z�i p d � Pi�2 + 12 mXi=0 Z�i kruaik2d d;3



e si �e onsiderata una minimizzazione vinolata dalle equazioni di NS, in ui levariabili ontrollo sono le ondizioni di Neumann kj da imporre su �j. Si fa notareome il seondo addendo del funzionale sia stato introdotto per tenere in onto dieventuali domini in ui la direzione assiale ai non sia parallela alla normale usente(si veda [2℄). Nel aso lineare e stazionario si ottiene il seguente sistema (per gli altriasi si veda [2℄):Problema 2 Dati f 2 L2(
) e Pj 2 R; j = 0; : : : ; m, trovare u 2 V; p 2 H1(
); lu 2V; lp 2 L2(
) e kj 2 L2(�j); j = 0; : : : ; m; tali he, per ogni v 2 V; q 2 L2(
) et 2 L2(�i); i = 0; : : : ; m:8>>>>>>><>>>>>>>: (P )( a(u(kj);v) + b(p(kj);v) +Pmi=0 R�i ki � v d � (f ;v) = 0;b(q;u(kj)) = 0;(A)( Pmi=0 R�i(ru(kj) ai) � (rv ai) d + a(lu;v) + b(lp;v) = 0;Pmi=0 � 1j�ij R�i p(kj) d � Pi� 1j�ij R�i q d + b(q; lu) = 0;(Ci) R�i t � lu d = 0; i = 0; : : : ; mPer la risoluzione numeria del Problema 2, si �e proposto un approio iterativohe disaoppia i due problemi di Stokes (P) e (A) e usa le ondizioni di ottimalit�a(C) per aggiornare la variabili di ontrollo. Sulla base di questo algoritmo �e statainoltre dimostrata la buona posizione del Problema 2 utilizzando una tenia dipunto �sso (si veda [2℄). Anhe in questo aso si �e ritrovata la soluzione di Womersley(si veda [2℄).
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